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Gitterenergetische Berechnungen an geometrisehen Deformationen der Rutil-Struktur 

VON KURT SAHL 
Mineralogisch-Kristallographisches Institut der Universitiit, 34 G6ttingen, Lotzestrasse 16-18, Deutschland 

(Eingegangen am 24. Februar 1965) 

Electrostatic lattice energies and interatomic distances have been calculated for a series of orthorhombic 
deformations of the tetragonal rutile structure including a structure with hexagonal close-packing of 
the anions. If only electrostatic forces and non-coulombic repulsive forces act, the tetragonal structures 
are more favourable. With increasing polarization of the anions, the orthorhombic deformations be- 
come more favourable. 

Im tetragonalen Rutil-Typ (Raumgruppe P42/mnm; 
Z = 2 )  kristallisieren Ionen-Verbindungen der Formel 
Azn+B~-. Die Kationen A besetzen die Punktlage 2(a)" 
000; -~-~, die Anionen B die Punktlage 4(f):  xxO; ff~0; 
½ + x, ½ -  x, ½; ½ -  x, ½ + x, ½. Die Elementarzelle ist 
in Fig. 1 im Schr~igriss dargestellt. Die Kationen sind 
oktaedrisch koordiniert, die Anionen planar dreieckig. 
Jedes Oktaeder ist mit zwei benachbarten Oktaedern 
fiber Kanten so verkntipft, dass Oktaederketten in 
Richtung der c-Achse entstehen. In Fig. 1 sind die 
sechs Bindungen vom Kation in der Mitte der EIemen- 
tarzelle aus eingezeichnet. Vier der Nachbarn liegen in 
den Basisfl/ichen der Elementarzelle. Die gleichwertigen 
Bindungen (A-B)1 zu diesen vier Anionen bilden um 
[001] einen Winkel a, der bei den bekannten Verbind- 
ungen des Rutil-Typs --~ 80 ° betr/igt. Die yon den (A-B)1 
verschiedenen, aber untereiander gleichwertigen Bind- 
ungen (A-B)2 zu den beiden weiteren Nachbarn in 
z=½ bilden einen Winkel/3 von 45 ° mit der Zone [100]. 
Die Differenz zwischen diesen Abst/inden ist jedoch im 
allgemeinen klein (unter 0,04 A. - Baur, 1961). 

Fig.2(a) zeigt die Atomanordnung des Rutil-Typs 
parallel [001]. Fig.2(b) ist eine Projektion parallel zu 
den Schichten einer hexagonalen Dichtestpackung von 
Anionen, in welche oktaedrisch koordinierte Kationen 
analog wie im Rutil-Typ eingelagert sind. Die Struk- 
turen sind einander sehr /ihnlich. In der Anordnung 
mit hexagonaler Dichtestpackung der Anionen ist a = 
90 ° (ideales Oktaeder) und /3=35°15'52 ''. Setzt man 
fest, dass die Symmetrie der Koordinationsoktaeder 

o 

o 

Fig. 1. Schr/igriss einer Elementarzelle der Rutil-Struktur. 
Kleine Kreise: Kationen. Grosse Kreise: Anionen. Die Win- 
kel ~ und fl beziehen sich auf die Angaben im Text.. 

mmm sein soil und dass gilt (A-Bh =(A-B)z=cons t . ,  
so kann man die Strukturen der Fig.2(a) und 2(b) 
durch ,~nderung von a und fl geometrisch ineinander 
tiberfiihren. Dabei ~ndern sich die Gitterkonstanten 
und auch die Parameter der Anionen. Fiir fl-¢45 ° miJs- 
sen die Strukturen mit einer rhombischen Elementar- 
zelle der Symmetrie Pnnm beschrieben werden (diese 
Zelle ist in Fig.2(b) eingezeichnet). 

Bollnow (1925), Lennard-Jones & Dent (1927) und 
Pauling (1928) haben unter der Voraussetzung (A-B)I 
=(A-B)2 fiir verschiedene Werte des Winkels e die 
Madelung-Zahlen far  den tetragonalen Rutil-Typ (fl= 
45 °) berechnet. Baur (1961) ffihrte analoge Berech- 
nungen ffir (A-Bh ¢(A-B)2 durch. Lennard-Jones & 
Dent (1927), Pauling (1928) und Baur (1961) haben 
neben den Madelung-Zahlen auch die nicht-Coulomb' 
schen Abstossungskffffte berficksichtigt. Die enge geo- 
metrische Verwandtschaft der in Fig. 2(a) und 2(b) dar- 
gestellten Strukturen legt es nahe, mit Hilfe yon gitter- 
energetischen Berechnungen zu untersuchen, warum 
die Verbindungen, die im tetragonalen Rutil-Typ kri- 
stallisieren, nicht in einem rhombischen Gitter mit an- 
gen/iherter hexagonalen Dichtestpackung der Anionen 
vorkommen. Zu diesem Zweck soil ~ yon 70 ° bis 90 ° 
und/3 yon 35 ° bis 45 ° variiert werden. (Die geometri- 
schen Verhfiltnisse oberhalb und unterhalb f l=45 ° sind 
zueinander spiegelbildlich; bei fl = 54 ° 44'8" tritt wieder 
eine hexagonale Dichtestpackung der Anionen auf). 

Die Tatsache, dass bei dieser geometrischen Varia- 
tion die Kation-Anion-Abst/inde konstant gehalten 
werden k6nnen, ist wichtig. Wfihrend nftmlich die rein 
elektrostatischen Kr/ifte zwischen lonen bekannter La- 
dung sehr genau berechnet werden k/3nnen, lassen sich 
z.B. die nicht-Coulomb'schen Abstossungskr/ifte nur 
n/iherungsweise ermitteln. Es ist deshalb zweckm/issig, 
die n/ichsten Kation-Anion-Abst/inde bei der Deforma- 
tion konstant zu halten, damit der Beitrag der ent- 
sprechenden Zentralkr/ifte kleiner Reichweite konstant 
bleibt. 

i/,nderung der interatomaren Abstiinde mit a und 15 

Den Abstandsberechnungen und gitterenergetischen 
Berechnungen wurden Modell-Strukturen mit dAB= 
(A-B)1 = (A-B)2 = 1,000000/~ zugrundegelegt. Aus den 
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angegebenen Abst~inden erh~ilt man  die Werte fiir 
St rukturen mit dai3# 1 durch Multiplikation mit daB. 

In der hexagonalen Dichtestpackung ist jedes Anion 
yon 12 gleich weit entfernten Anionen umgeben. In 
Fig.2(b) sind die 12 Nachbarn  des Anions B(1) (nach 
Schichten geordnet):  1 x B(2), 2 x B(3); 1 x B(6), 2 x 
B(5); 2 x B(4), 2 x B(7) und die beiden Anionen,  die 
sich im Abs tand  ch tiber und unter B(1) befinden. Bei 
den bier durchgeft ihrten geometrischen Deformat ionen 
sind die Absffmde B(1)-B(3), B(1)-B(4), B(1)-B(5) und 
B(1)-B(7) unabh~ingig yon c~ und /~  (in den Modell- 
Strukturen mit  A - B =  1,0 A bleibt ihre L~inge stets 
1/2/~). Die Abstfmde cA und B(1)-B(2) sind unabh~ingig 
von ]7. Fig. 3 zeigt ihren Verlauf  bei der .~nderung von 
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Fig.2. Projektion um [001] der tetragonalen Rutil-Struktur (a) 
und einer rhombischen Deformation der Rutil-Struktur mit 
hexagonaler Dichtestpackung der Anionen (b). Gitterkon- 
stanten: a, a, c in (a) bzw. ah, bh, cA in (b). Kleine Kreise: 
Kationen. Einfache grosse Kreise: Anionen in z bzw. zn = ½. 
Doppelte ~rosse Kre.i~e; Anionen in z bzw, z~=0 und 1, 

e. An den Paral le logrammen B(1)-B(3)-B(8)-B(4) in 
den Projektionen 2(a) und 2(b) erkennt  man  den ge- 
gensinnigen Verlauf  der Abst~nde B(1)-B(8) und B(3)- 
B(4) (welcher mit B(1)-B(6) gleichwertig ist) mit Va- 
riation yon ft.* Die Lfinge dieser in gleicher Anzahl  
vorhandenen Abstfmde (pro Anion enthNt  die Struk- 
tur je einen dieser Abst~,nde) h/ingt in weit st~irkerem 
Masse yon fl als von ~ ab (Fig.4). 

* Ftir B =  45 ° (Rutil-Typ) werden die beiden Abst~inde gleich 
lang. 
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Fig.3. Variation der Gitterkonstanten cn und des Abstandes 
B(1)-B(2) mit dem Winkel ~. Bei e= 90 ° (hex. Dichtestpack- 
ung der Anionen) sind beide Abst/inde gleich lang. 
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Fig.4. Variation der Abst~nde B(1)-B(6) und B(1)-B(8) in/~ 

mit den Winkeln e und l(°). Um die gegensinnige .~nderung 
dieser Abst~inde zu betonen, sind sie in einem Diagramm 
zusammen dargestellt worden. Die fl-Parameter ftir B(1)- 
B(6) sind am unteren Rand des Diagramms abzulesen, die 
B-Parameter far B(I)-B(8) sind am oberen Rand gegensinnig 
angeordnet, 
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~,nderung der elektrostatischen Gitterenergie mit ct und I~ 

Die Berechnungen wurden im wesentlichen nach Ewald 
(1921) durchgeftihrt. Es wurden allerdings nicht die 
Einzelpotentiale berechnet, sondern in einem Gang die 
Energie der ganzen Elementarzelle (Bertaut, 1952). In 
der Formel (44) von Bertaut (1952) wurde K=2,5  ge- 
setzt. Bei Berticksichtigung aller Punkte des reziproken 
Raumes bis sin 0/2 = 5,0 A-a wurde somit eine Genau- 
igkeit yon _+ 1 in der vierten Dezimalstelle erreicht. 
Die Ladungsverteilung wurde als AZ+B~ - angenommen. 
Fig. 5 zeigt den Verlauf der elektrostatischen Gitter- 
energie mit c~ und/3. Die Zahlenwerte sind in eZ.A -~ 
pro Zellinhalt (Umrechnungsfaktor in kcal.mol-~: 
332,33) angegeben. Fiir die einzelnen Verbindungen 
des Rutil-Typs erh~ilt man die Madelung-Zahlen in 
e z . d2~ aus der Division dieser Zahlenwerte durch 2 
(Anzahl der Formeleinheiten pro Elementarzelle). Ta- 
belle 1 enthNt einige spezielle Zahlenwerte. Bei/3 = 45 ° 
und c~=73,1 ° tritt ein deutliches Maximum der elek- 
trostatischen Gitterenergie auf. Der Energiegewinn bei 
dem l~lbergang yon der Struktur mit hexagonaler Dich- 
testpackung der Anionen zu der Struktur mit den Win- 
kelparametern des Maximums betr~gt - 0,1293 eZ.A -1 
(21,49 kcal.mol-0. Der Schnitt entlang /3= 45 ° in Fig. 5 
stimmt iiberein mit den Ergebnissen von Bollnow 
(1925), Lennard-Jones & Dent (1927), Pauling (1928) 
und Baur (1961). Bei/3 = 45 ° betrfigt der Energiegewinn 
beim l~bergang von a = 90 ° zu a = 73,1 ° ca. - 18 kcal. 
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Fig. 5. Variat ion der elektrostat ischen Git terenergie  mit den 
Winkeln  e und  ft. Die Werte  sind in Schrit ten yon 2 ° ftir 
beide Winkel berechnet  worden  (die Lage des Max imums  
wurde  bei f l=45  ° in Schri t ten von 0,2 ° ftir e bestimmt).  
Die Zahlenwer te  sind in e2./~,-1 pro Elementarzel le  ( Z =  2) 
angegeben und beziehen sich auf  St rukturen mit (A-B)1 = 
(A-B)2 = 1,0 A. 
x S t ruk tur  mit hexagonaler  Dich tes tpackung  der Anionen.  

M a x i m u m  der elektrostat ischen Git terenergie  bei e.= 
73,1 ° und f l = 4 5  °, 

mo1-1. Dieser Gewinn lftsst sich anschaulich darauf zu- 
riickftihren, dass mit abnehmendem ~ die Abst~nde 
zwischen den htiher geladenen Kationen in Richtung 
der Oktaederketten zunehmen. Wfthrend die elektro- 
statischen Kr~ifte auf eine Verkleinerung von c~ bis zu 
73,1 ° dr~ngen, wirken die nicht-Coulomb'schen Ab- 
stossungskr/ifte zwischen den Anionen B(1) und B(2) 
auf eine Vergr6sserung von ehin .  Wenn ~. yon 80 ° auf 
70 ° verkleinert wird, nimmt der Abstand B(1)-B(2) yon 
1,285 ~ auf 1,147 ~ ab (Fig.3). Im gleichen Bereich 
fiir c~ sind die anderen variablen B-B-Abst/inde (ch und 
B(1)-B(6) bzw. B(1)-B(8)] bedeutend grtisser (Fig. 3 und 
4), sodass sie keinen wirksamen Beitrag zu den nicht- 
Coulomb'schen Abstossungskdiften liefern. Damit 
wird verst~indlich, dass die Verbindungen, die im Ru- 
til-Typ kristallisieren, einen ~-Wert aufweisen, der 
gr6sser als 73,1 ° ist: ihre experimentell bestimmten 
~-Werte liegen um 80 ° (s.Z.B. Baur, 1956, 1958) in 
~bereinstimmung mit den Berechnungen yon Lennard- 
Jones & Dent (1927), Pauling (1928) und Baur (1961). 

Tabelle 1. Elektrostatische Gitterenergien Ee. f i#  spezi- 
elle Werte yon o~ und /3 bezogen a u f  

(A-B)1 = (A-B)2 = 1,0/~ 

/1 Ec ( e a . / ~ -  I) Bemerkungen  

90 ° 35015"52 ' ' - 9 , 4 9 9 8  St ruktur  mit  hexag. D.P.  
der Anionen  

90 ° 45 ° - 9 , 5 2 0 0  /~=45 ° bei idealen Okta-  
edern 

73006 , 45 ° -9 ,6291  M a x i m u m  in Fig.5 

Bei allen Winkeln e betr/igt die Anderung der elek- 
trostatischen Gitterenergie beim l~lbergang yon /3=  35 ° 
zu /?=45  ° c a . - 3 , 5  kcal.mo1-1. (Im MgF2 z.B., wo die 
Abst~inde (A-B) um 2,0 A betragen, entspr~iche die 
Differenz nur ca. - 1,75 kcal.mol-1). Dieser sehr kleine 
Energiegewinn k~Snnte leicht durch entgegengesetzt ge- 
richtete nicht-elektrostatische Abstossungskr~ifte tiber- 
kompensiert werden. Ftir die nicht-Coulomb'sche Ab- 
stossung zwischen Ionen kann man in gewisser N/ihe- 
rung ein Kraftgesetz der Form 2.  d -n annehmen. Da- 
rin bedeutet d den interatomaren Abstand; 2 und n 
sind Konstanten, deren Gr~Ssse yon den betrachteten 
Ionen abh~ingt; der Wert yon n liegt zwischen 9 und 11 
(Lennard-Jones & Dent, 1926). Die nicht Coulomb' 
schen Abstossungskfftfte nehmen also mit einer hohen 
Potenz des interatomaren Abstandes ab. Mit/3 variieren 
nur die gekoppelten Abst~inde B(1)-B(6) und B(1)- 
B(8), die in gleicher Anzahl vorhanden sind. Die Sum- 
me der Abstossungskr~ifte, die aus diesen Abstands- 
paaren resultieren, ist am kleinsten, wenn die entge- 
gengesetzt variierenden Abst~nde gleich lang sind. Dies 
ist der Fall ftir 13= 45 ° bei allen c~ (s. Fig. 4). Demnach 
wirken bei Nnderung von/3 die elektrostatischen Kr~ifte 
und die nicht-Coulomb'schen Abstossungskffffte 
gleichsinnig. Wirken nur diese zentrosymmetrischen 
Kdifte, so ist die Struktur des tetragonalen Rutil-Typs 
mi t / ?=45  ° und e < 9 0  ° giinstiger als eine rhombische 
Struktur mit angen~iherter hexagonalen Dichtestpack- 
ung der Anioncn. 
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Der Einfluss der Polarisierbarkeit der Anionen 

Alle bisherigen (~berlegungen beruhten auf der An- 
nahme, dass die Polarisierbarkeit der Anionen ver- 
nachl~ssigbar ist. 

In der Anordnung yon Fig.2(b) ist jedes Anion ein- 
seitig yon drei Kationen umgeben: das Anion B(I) in 
zh =½ z.B. liegt an der Spitze einer flachen trigonalen 
Pyramide deren Basis durch A(2) in z~=½, A(1) in 
zn=O und A(I ')  in zh= 1 gebildet wird. Mit zunehmen- 
dem fl flacht die Pyramide ab: bei fl=45 ° sind die 
Anionen planar dreieckig umgeben [Fig.2(a)]. Even- 
tuell vorhandene Polarisationskr~fte am Anion sollten 
eine pyramidale Umgebung begfinstigen und den re- 
lativ schwachen zentrosymmetrischen Kr~ften, die auf 
eine Vergr/Ssserung von fl hinstreben, entgegenwirken. 

Die •nderung der Koordination um die Anionen 
mit c~ fftsst sich ftir den Spezialfall fl= 45 ° leicht tiber- 
blicken [Fig.2(a)]: in dem Dreieck A(2)-A(1)-A(I ')  
um B(1) betr~.gt der Winkel A ( 1 ) - - -  B ( 1 ) - - -  A(I') 
(180-c0 ° und die beiden anderen Winkel am Anion be- 
tragen (90 + ct/2) °. Mit abnehmendem e gehen alle drei 
Winkel gegen 120°: dieser Wert w~re erst bei c~=60 ° 
erreicht. Da c~ meist um 80 ° liegt, sollten nicht-zentro- 
symmetrische Polarisationskr/ifte am Anion einer Ver- 
kleinerung yon ct nur schwach entgegenwirken. 

W~thrend die Oxide und Fluoride der Formel A 2n+ 
B~-bei  entsprechendem RadienverhNtnis in der tetra- 
gonalen Rutil-Struktur kristallisieren, haben van Be- 
ver & Nieuwenkamp (1935) ftir CaC12 und Brackett, 
Brackett & Sass (1963) fiir das isotype CaBr2 eine 
rhombische Struktur der Symmetrie Pnnm bestimmt 
(auf die Isotypie yon CaC12 und CaBr2 hatten schon 
DN1 & Klemm, 1939, hingewiesen). In beiden Struktu- 
ren sind die Kationen oktaedrisch von 6 Anionen ko- 
ordiniert und die Anionen pyramidal yon 3 Kationen 
(Tabelle ?). Diese Strukturen geh/Sren in den Rahmen 
der hie1 diskutierten geometrischen Deformationen der 
Rutil-Struktur. Die Verkleinerung des Winkels fl bzw. 

das Auftreten einer rhombischen Struktur mit zunehm- 
ender Polarisation der Anionen ist in diesen Beispielen 
deutlich. 

Tabelle 2. b~teratomare Abstiinde und Winkel im CaC12 
(van Beret & Nieuwenkamp, 1935) und CaBr2 

(Brackett, Brackett & Sass, 1963) 

Abst~inde (A - B)I 
Abstfinde (A - B)2 

Winkel zwischen den (A-Bh 
und (A-  B)2 

¢( 
B 

CaCI2 CaBr2 
4 x 2,74 .~ 4 x 2,92 .~ 
2 x 2,74 2 x 2,88 

91,5 ° 91,0 ° 
80,2 82,2 
39,4 36,5 

S/imtliche Berechnungen wurden mit eigenen Pro- 
grammen auf einer elektronischen Rechenanlage vom 
Typ IBM 7040 durchgefiihrt. 

Herrn Prof. Dr J. Zemann danke ich aufrichtig fiir 
die Anregung zu dieser Arbeit und fiir viele wertvolle 
Diskussionen w~hrend ihrer Durchffihrung. 
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